Распространение поверхностных волн и поверхностная неустойчивость в упругих телах by Бестужева, Н.П. et al.
УДК 539-3




I. Рассматривается физически линейное неоднород­
ное «упругое» тело с  начальными напряжениями, процесс рас­
пространения возмущений в котором описывается уравнениями 
[1, 2] „
(4у +  4уА « ( , / . / = Р  г/i; (1-1)
+  (1-2)
Пк, k g P ‘ {tli, i фЫр i)- (1-3)
Перемещения Ui, напряжения оц  и упругие постоянные ц,
являются аналитическими функциями действительного пере­
менного х ' в некоторой области У, ограниченной поверхностью S.
Введем в рассмотрение комплексную переменную 2* и обо­
значим через «г ( г / /),  Я(2/  аналитические про­
должения функций Ui{x^ t), ОгДхЧ), | i (x ‘), Я(х‘) в комплексное 
пространство z \  Решения уравнений (1.1 — 1.3) имеют разрывы 
на некоторой комплексной поверхности И, определенной уравне­
ниями
z ' =  г ' («“ , цР , /), (1.4)
и“ , м"’ — параметрические координаты на поверхности. Будем 
называть такие поверхности комплексными волнами. Считается, 
что на 2  функции Ui,j, v,, Wi непрерывны, а некоторые частные 
производные второго порядка могут претерпевать разрывы.
Пусть начальное напряженное состояние определяется линей­
ной теорией, то есть влияние углов поворота бесконечно малого 
объемного элемента учитывается только после прохождения 
фронта возмущений. Тогда, вследствие (1.1), имеем
К , / ]  +  4 / [ « ' . ч ] ~ р [ + ] = 0 -  (1-5)
Здесь — t), [а] =  а+ — а~.  Значения величин с ин­
дексом + относятся к значениям перед фронтом 2 ,  "  — к зна­
чениям за фронтом.
Принимая во внимание условия совместности [3]
[«;] =  — ©, G, ©i=[t»i, а], =
где G — скорость распространения, —нормаль к поверхности 
2 , запишем (1.5) в форме
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(^ +  i / Ч ' ■ ' *+  (p +  4‘* ''д / • — pG") =  0. (1.6)
Из (1.6) следует, что в нелинейно-упругой среде, динами­
ческое поведение которой описывается соотношениями (1.1— 1.3), 
могут существовать два типа комплексных волн: продольные или 
■ эквиволюминальные, распространяющиеся со скоростями
. pG® =  p c ; = ) .  +  2(x +  a/.V)V^, ■ (1.7)
причем 1в этом случае
U) =f f l j V; ^0 ,  (1-8).
и поперечные, или безвихревые, для которых
р G" =  p =  p  +  u) =  0. (1-9)
С аналогичными скоростями распространяются волны ускоре­
ний в ги'поупругой среде Трусделла [4], [5].
Как следует из (1.7), (1.9), скорости Ci я Сг зависят от напря­
женного состояния перед фронтом и направлением движения 
этого фронта. Если поверхности 2к распространяются в ненапря­
женной среде, их скорости совпадают со скоростями упругих 
волн. • .
Рассмотрим вопрос о поведении комплексных волн в процес­
се распространения.
Продифференцировав (1.1), (1.3) по времени и взяв разность 
полученных уравнений с разных сторон от поверхности разрыва, 
получим, что на 2  должны выполняться следующие соотношения 
в разрывах:
У.-, n  +  [4/fc+,/=/] +  [4;* Шь/ 1— р [ /  =  0; (1.10)
g i j . j ]  — ̂  [t'/s, Si] + Р- Wl +  [Fa, « ] ) +
+  H-.+([!/(, n+ [ t ' /e ,  .-])■ ( l - l  l)
Используя условия совместности первого, второго порядка'
[3] . „
[Vi. k,] ~ L i  G cBi,« i’ij z*p +  z/p)— b„ Zj  ̂ z£ (1.12)
Vy,
a также тождество
[ a b ] ^ a + [ b ]  +  b+[a]~-[a][b],  
запишем соотношение (1.10) с учетом (1.11) в форме:
Ь» [(pG" — р.) — ( Х+р )  V; — о /  V" V В;П =
=  2pG8©,/8/ +  p©)8G/S/ — 2 (Х +  2р) юШ(/0 +  (Х +  р) [('А +
+  V ф  (Ok. а 2* 2(]— 2pQ©'' +  o®̂  ̂ . №'■ Ф ф
+  °/* 3  Zg +  V" Z p — ©/ ЬааЦ Zj +X, i V),-f
-f-pjt (ш‘ v* +  m* V*). (E13)
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Сворачивая (1.13) с v \  получаем условие разреши!мостй сй- 
:темы (1.13) относительно L, для продольной волны в виде
2 pGb(o/bt +  (У =  v* z p ли, * +  © [ — p8G /8 /~
- 2 , (X +  2р) Q .+ а/ . v * - a / g - 6,  ̂г / z / +
+  (Х +  2р),* + ш +  2©"(Х +  2р)/С, ' (1.14)’
при этом
и  =  I*  V, v 4  й), а g“̂  Z' +  [2pG8v'75/ +  о /  V'  ̂ Y  г* +
+  v*zp]u)/(X-fp). (1.15)
Аналогичные соотношения на поперечной волне имеют вид;
L* V)j =  — {ичг. а 2 f) +  [2pGBv"/S/ +  о /  g“P (v/ z* +
+  'A zp j  ю„/(Х +  р ) ~ р ,  * oA/(X +  p); (1.16)
2pG8©'/8/ +  3°  ̂ (v/ z* +  V* zp  ©'■ „ +  ©' ( — 2pQ +  p8G/8/ +
+  4 k, i ''" - 4 k 8 ^̂  8 ^̂  baa zî  z /  +  [2pG8vV8/ +
+  4 n 8 ^̂  3  +  A' zp] 01,  '/  +  P, * v" ©' +
. + 2 ( X  +  2p) ©®/G = 0; (1.17)
Z - j  =  n l  =  [ Н ( ,  fee] "i* •
При получении соотношений (1.14— 1.17) учитывались сле­
дующие тождества теории поверхностей:
zj, =  dz'7du“ ; v / z i = 0 ;  .
dzj/dt =  GX-, v ; / = — g P i V z ) ;  z\G.a.  (1.18)
Здесь gag == z{ • z' — первая квадратичная форма поверхности
(1.4), при этом =  8/. Ра? — коэффициенты второй
квадратичной формы; 2 f i= ^ a 8  • — средняя кривизна поверх­
ности.
Д л я  имеем выражение
дг̂
Из (1.10), (1.9) следует:








V'” v"/2pG — G" 
dz'  ̂ dx'
; a i = X  +  2p; 02 =  p.
(1.19)
( 1.20)
dV ~  PG 
Кро'ме того, следует отметить, что
8/8/|(1) =  д/дху, 8/S/|(2) =  д/дхг, 
т , =  A,/G(*),
( 1.21)
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где hk—расстояние по нормали к поверхности 2^. - Здесь и в 
дальнейшем индексом 1 отмечены соотношения на продольной 
волне, индексом 2—на поперечной.
Пусть зависимости:
d«f /  d s = = o / (V +  zp/2pGl,; ' , (1.22)
dx/ds\ii =  1
определяют кривую W =  in (s,)v т =  т (s,), которую будем н а ­
зывать лучом к поверхности разры ва 2^. Д елая  замену перемен­
ных в (1.14), (1.17) по формулам
' d/ds/^~d/dx ■ dx/dsi;-{-d/da da/ds,,,
придем к следующему обыкновенному дифференциальному урав­
нению изменения модуля волнового вектора вдоль луча, опреде­
ленного соотношениями (1.22): 
d W „
dss А ; х= А А ч ). (1.23)
Решение уравнения (1.23) имеет вид 
r ,  =  r o e x p ( ~ ? A i d s Г о  7  А,  ехр
о
S* \
ф Al ds ф  I
о / ■' '
(1.24)
Г о  =  Г к = о .
Таким образом, если Ь“̂.=фО, то разрыв производных от 
перемещений распространяется вдоль луча, не совпадающего с 
нормалью к поверхности 2к-
Д л я  малых амплитуд, когда Г < 1 ,  решение (1.24) будет 
иметь вид
=  ехр ф Ai ds
О
(1.25)
Если в проекции на действительное пространство х ' фронты 
2 ь  22 представлены действительными поверхностями разрыва, 
то полученные соотношения при z»==x' будут характеризовать 
действительные продольные и поперечные разрывные волны. Е с­
ли при z' =  x ‘ поверхности 2 i  и 2г комплексны, то мы имеем д е ­
ло с особенностями типа линии. Последние представления удоб­
ны для решений, имеющих изолированные разрывы на границе, 
т. е. при изучении (разрывных, поверхностных волн.
2. Пусть на свободной от напряжений границе’упругого тела 
5  имеется некоторая кривая /, являю щ аяся кривой поверхност­
ного разрыва, т. е. производные от скоростей перемещений, оп­
ределенные на S, претерпевают разрывы при переходе через /. 
Если уравнение 5 ; Ф ( х / = 0 ,  то ура’вненйе движущейся кривой 
может быть представлено в виде, ,
< I (x ' ) s = 0 ;  Ч : [ (х ' ,+ )  5=0., :
П редполагается/что  функции Ф, ’F являются аналитически­
ми функциями переменных, х /  т. е. существуют аналитические 
продолжения этих функций в пространство z \  которые обозна- 
чим'через Ф ( 2»), /). Уравнения Ф (2») = 0 ,  Г ( г 7  /)  опреде­
ляют в z ‘ соответственно граничную поверхность и комплексную 
кривую разрыва /. В дальнейшем считаем, что I есть линия пе­
ресечения границы S  с поверхностями разрыва Ei и Тогда 
при переходе через I в окрестности границы, для поверхностных 
скачков производных от перемещений, имеем;
[ УедЬ =  /К +  [Wi./]2;
[Vi, i l  =  [Vi,i]i +  [Vi.j]2. (2.1)
Обозначим через A,— нормаль к граничной поверхности 5. 
через 7— единичный вектор, лежащий в касательной плоскости 
к поверхности S  и ортогональный линии I. Так как поверхности 
2ft, S  пересекаются по кривой I, то с— скорость перемещения л и ­
нии / в направлении нормали связана со скоростями распростра­
нения поверхностей 2* ( fe=l ,2)  соотношениями:
' q s c v k F ;  с^==сА> +  , (2.2)
« ' ■ Г ' - ) / !  ( А ) ’' Ь  ( v ) ‘ ; (2-3)
5 ‘' ' ® “ Т - ^ Й + Т + ) / / Т А ' Р / У ’. л  2.4)
По предположению величины А / х / ,  / ( х /  всегда деистви-. 
тельны., так как действительны ф у н кц и и Ф (х ‘), Д /х ' ,  /) ,  которые 
можно рассматривать как проекции функций Ф ( 2/ ,  Т ( 2'‘, t) на 
действительное пространство хч Если c<C2 <Ci, то поверхности 
2) и 2г, как следует из (2.2), (2.3), комплексные; при 23==х‘ к а ж ­
дая из них распадается на две- поверхности, пересекаюнгиеся 
по I. В этом случае об / будем говорить как об изолированном 
поверхностном разрыве (поверхностной разрывной волне).
С обеих сторон от линии разрыва I напряжения должщы удов­
летворять граничны:»! условиям (1.2), откуда следует
=  (2.5)^
. Для скачка [ o j / s  имеем выражение
П, +  к([Ц(,/], +  [и/, ;У .
Согласно определению поверхностного разрыва (2.1) с ис- 
люльзованием условий совместности (1.12) запишем уравнение
(2.5) в форме
X ш, Ni  +  2р U) V| Vy т у  +  (Л (шу V; +  cOj Vy) mjz =  0. (2.6)
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Сворачивая соотношение (2.6) сначала с Ni, а затем с ~̂ц2 ) и 
учитывая (1.8), (1.9), получим систему уравнений относительно
ль, k = g  Nk
. [ л  +  2 а  ( v 6 )  01 +  2.» vTO i v s  fe =  0 ;  . ( 2 . 7 )
] > , + )  д гл  ^  2р.  - A  N ’ v(.i) v ' (2 ) ]  CO +  p A  =  0 .к I
Равенство нулю определителя системы (2.7) дает уравнение 
для определения скорости с, которое с учетом (2.2.) — (2.4) при- 
- мет вид .
-2 4 к ( ' - + И . - Т О ! = 0 .  (2.8)
Решение этого уравнения запишется в виде
■ р+ =  р к +  +:/'■ Р. (2.9)
Здесь Св— релеевская скорость упругих волн [6]. '
Так же как скорости продольных и поперечных волн, ско­
рость с поверхностной волны зависит только от той компоненты 
тензора начальных напряжений, которая соответствует направле­
нию распространения волны.
Реш ая систему (2.7) при условии (2.8), получим
ш =  2ixv(2) т х ; ' « У  А* =  — [/. у  2[i vTO А /  у. (2.10)
Величина у— интенсивность поверхностной волны.
3. Рассмотрим изменение интенсивности поверхностной вол­
ны в процессе распространения.
Продифференцировав граничное условие (1.2) и равенство 
(1.3) два раза  по времени и записа(В , полученные соотношения 
в скачках, имеем-
K +  +  2 [ / . / y , n = 0 ;  (3.1)
[Vk, k \ s  / / ■  +  9' {[Vi, +  , i ] / -ij\s— ” ’‘ij
Используя определение скачка на поверхности (2.1,), а так ­
же принимая во внимание смешанные условия совместности на 
2 Л З ] :
[*7.-, /]а ==(— £; G +  8ю,/8/) ')j~—Gg“'̂ ©I, а г/р— г|э ©; G, к .  , 
запишем (3.1) в форме
П V* А) +  Р (Lj vX X  L f  V;) A / \ i) +  ез { X£, v* A; +
+  (i ( k  Vy+Ly V;) A - ' ) ( J )= k ,  (3.2)
Здесь
F; =  {XSjy q  ©t, * z*) +  p (аш/ау Vy — ‘
— П ©<■. a Zy/+  P-(a©y/a+vi+g“? q  ©/, a z,-g) } A/ —
82 , '
— XSy gA 0 , » A /— p. (g “̂  (x/ î ©i =  Xi,5 ©y) G , . /  Ax-=
- 2 + © y p c ; A k + . . . ,  (3.3)
где точками обозначено выражение, которое получится, если д 
выписанных членах заменить индекс 1 на 2 .
Умножая (3.2) на N \  а затем на v,-(2) имеем
q  [л + ,2р (vTO А / " ]  Г  +  2р q  - f  А =  Qi ( © /  ©fX 
q  [vTO л/А +  2p v+ m  v+ v'(2)] Г  +  pA =  Qa (©'+) ©У),
где
r = L i v ' k  K  =  L f ^ N ‘i 
Qi =  A ) A ' ; '  Q a ^ A i V y ;
. ( • 2p Cl 5 (vj V.)
^ ,  =  A , - q  p ДО | g “  ̂ (vy q , +  V, z , ; )  ©, a +  X T 7  — k r ^  +  
0
+  - T / 4  (A 4  +  ^* Ф  (Vi V; ) ,4^, ,  +  r V , A ) { © f t , r ?  2^ -
YYL. +  Y g .  v" g<’ (vX z* +A [J. d x g  X  - f *  JO. , »  ®  > P * %  +
Определитель системы линейных неоднородных уравнений от­
носительно W, К в силу уравнения (2 .8) равен нулю, и условие 
разрешимости этой системы дает следующее соотношение:
Qi — 2vf ) A' Q2 =  0. (3.4)
В уравнении (3.4), выполненном, на S, одна группа членов, 
относящихся к соотношениям на комплексной продольной вол­
не, записана в координатах ть и“ , Ф к  другая группа, характе­
ризующая влияние комплексной поперечной волны,—в коорди­
натах Х2, и“ , Ф к  Поскольку , вследствие (2.10) © и 5
выражаются через у, то, совершая переход в (3.4) к единым ко­
ординатам т, а, V, связанным с геометрией дривой I, расположен­
ной на S,  получим уравнение, характеризующее изменение ин­
тенсивности у в процессе райпространения.
Система координат g* =  T, g"=ia, g®=v вводится так же, как 
в работах [7], [3] . Точка М  на S определяется двумя парамет­
рами т и а, причем т== — , где h — длина дуги геодезической,
проведенной о т+ о ч ки  М  перпендикулярно к I, а а —характери­
зует точку на S. Точку А вне 5  удобно определять величиной v— 
расстоянием по нормали от точки А до S и параметрами т, а, 
характеризующими точку пересечения нормали с S.
Компоненты метрического тензора Оц  системы ^7 а такж е не­
обходимые для окончательных вычислений значения скалярных 
6* .  . 8 3
произведений (р /” ) | , ,  где единичные векторы, касательные 
к координатным линиям системы Тд-, , + 1,, а А .—локальный 
базис системы т, а, v, приведены в работе [3]. -
Учитывая соотношения (1.18) — (1.21), формулы перехода, 
имеющие место на 5, . .
д и “ d q
( Ь \ р ) ;
А? =  Vji (<?j) ^  =  V. ( к )  IF =  Г.;, i gi g[ 1»'!,
IRtg  =  ^ /5 +  =  A" ■ q ,
(no a, )3 не суммировать!)





где p.* = Ck , 0  , - i 1 — контрвариантные компоненты
вектора нормали к комплексной поверхности Ед в метрике коор­
динат , -
д7 2Гпп г —Gni.iA-Gii.n Gni. i, а Ар — ( / ' A)/1''^G„„,
Nn/i =  i P - i ^ V G l n ,
также соотношения (2.2) — (2.4) вместе с








1 .£1  
4 У
можно совершить в (3.4) указанный переход. 
Кроме того, следует отметить, что
\  дх X ф, Idqk dx, '
do); f  d(Oi д..
a„T ■'"t dx ' T d a  T ‘ dv
Дифференцирование no a, т—это дифференцирование, no к а ­
сательному направлению к поверхности S, Используя это обстоя­
тельство, а такж е формулы (2.10), (1.7) — (1.9), выражения для
dw+ да>ф
можгго записать в форме:
dcoO) d g








А( =  к 4 д + ^ ’ '/--,
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с  учетом (3.5) — (3.10), (2.2), (1.18) — (1,21) условие разре­
шимости (3.4) примет вид - .








(3.11) производится'с помощью уравнений (1.14), (1.17), пред­
варительно приведенных с помощью формул (Аб) — (3.10), 







В заключение отметим, что встречающиеся в промежуточных 
выкладках (3,9) — (3.12) с, с . ,  с ,  могут быть вычислены 
как производные функции с ( д / ,  неявно заданной уравнением 
(2.8). . - ■
С учетом сказанного окончательно получим следующее урав­
нение для изменения комплексной интенсивности %:
Ь.dx 1 d  I n  gaa
дВл y g c A i  x" +  ('c -Ag b j  X+,
+  iAi
■b.





!:dS, dz '"П 2 fl ^  da ■
Последние два слагаемых в (3.13), характеризующие влия­
ние неоднородности, могут быть представлены .в виде;
dsg
д Гп о /
dSe ^  
д In а”
к ,
X ( v ) _ n  d l n ( X + 2 ( x )  , n d l n p .  , „  d In P
^ 6  —  ^ 1  — Til  ^ T Z  ^ ~ d T
+  P 4
d  In d In  o !
Re
v 
d  I n  a/.
d-i 5v "T" ^ e 5v
Коэффициенты Ai, Ki, Pi  даны в приложении. ■
Если составляющая напряженного состояния перед фронто.м 
о /  = 0 ,  то Se =  t  и изменение интенсивности происходит вдоль
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геодезической линии, расположенной на 5, ортогонально к фрон­
ту. Д л я  волны, распространяющейся на плоскости, то есть при 
’ Av =  bar == bxx =  0; о /  = 0 ;  это. направление совпадает . с нор­
малью к фронту. .
Уравнение (3.13) вдоль временного луча может быть легко 
проинтегрировано. Его решение запишем в .виде
/, ( s / “ Xo(g- )  ’ е х р , — t +  A g b z x  +
Ф Ал Ьах ds ехр — I А^ ds
о
ехр с Аа ds X
cAi  (...) ds +  хо (3.14)
где (...) обозначено выражение, стоящее перед множителем в — 1 
Степени.
Интенсивность у представлена в виде произведения шести 
сомножителей, каждый из которых характеризует влияние того 
или иного фактора. Первый множитель уо определяет начальную 
интенсивность поверхностного разрыва, т. е. значение у при т =  0. 
Второй характеризует зависимость интенсивности от внутренней 
геометрии лучей, третий показывает, что кривизна поверхности 
' S не влияет на затухание интенсивности, четвертый множитель 
характеризует влияние неоднородностей вдоль луча, пятый, по­
казывает, что неоднородность среды и напряженного состояния 
по глубине не влияет на затухание интенсивности, последний 
множитель в степени— 1 — результат учета нелинейных членов.
4. Положим ст/ =  0, а / == О и рассмотрим возрастание ин­
тенсивности, связанное с достижением некоторого критического 
значения той компоненты тензора начальных напряжений, кото­
рая соответствует напраЭлению распространения по1верхностного 
возмущения. ’
Пролинеаризировав уравнения (1.1), (1.2), получим уравне­
ния для возмущений, соответствующие уравнениям устойчивости 
2-го варианта теории малых докритических деформаций [2], [9]
=  (4.1)
Исследуем устойчивость свободной границы полупространст­
ва X2 < 0  (плоская задача) при сжатии вдоль оси oxi усилиями 
. интенсивности Р. Подобная задача впервые рассмотрена Био 
[10] для несжимаемых тел. В рамках уравнений устойчивости 
+ Г 0 варианта подробно метод нахождения решения, который 
пригоден и для уравнений (4.1), представлен в работе [2], И с­
пользуя результаты ее, придем к следующему характеристическо­
му уравнению определения критического числа статистической 
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Решение этого уравнения, имеющее физический смысл, мо­
жет быть записано в форме
где Св — значение релеевской упругой-скорости.
При локальном рассмотрении задачи о распространении по­
верхностной волны можно положить Охг=--~-Р, тогда
— Р =  Р„,р — Р,
и уравнение (3.13) перепишется в виде 





Agb„  x +  (A g + tF (P K p  —  P)/pAg)x—0. . (4.2)
При Р < Р к р  вклад каждого множителя в решение для х про­
анализирован в § 3. При Р>Рщ,,  члены, характеризующие 
влияние кривизны поверхности S и неоднородности по глубине, 
становятся действительными и при определенных условиях обес­
печивают неограниченное возрастание малых возмущений, х а ­
рактерное для неустойчивых состояний ра.внавесия. Действитель­
но, уже Б плоском случае,, исключая для простоты неоднород­
ность по т, решение линеаризированного уравнения (4.2) при­
мет вид
X h)  =  Хо ехр R X
X ехр
I-'
л .  -
R—радиус кривизны границы берется со знаком ±  в зависимос­
ти от того, выпуклая или вогнутая граница. .
При Р < Р к р  1х1 =  1Хо1 и интенсивность плоской волны не ме­
няется в процессе распространения. При Р>Ркр,  даж е  без ис­
следования знаков Лг, Ле, ясно, что наличие как угодно малого 
искривления границы 5  и существование сколь угодно неболь­
ших изменений неоднородности по глубине способны вызвать не­
ограниченный рост характеристик возмущений.




e x p i +  i  \ / 3 Y Z L a ^
R /
exp Р к р - Р ArZ
, y.o -exp у ±и , / ф •“■ S J e?P ( — !i ~ X  .
X / Я 1■ X  A l J.
При Р > Р к р  и t->co имеем^
+  7.0.
Ixl
Al J/ P - P .P
(4.3)
Величина | x | , определенная no формуле (4.3), характеризу­
ет послекритическое поведение исходного возмущения.
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УДК 539.3
В. Ф. Терентьев, A. П. Господариков
КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЙ МЕТОД 
ПОСТРОЕНИЯ ЗАКРИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ  
В НЕЛИНЕЙНЫ Х ЗАДАЧАХ  
ОСЕСИМ М ЕТРИЧНай ДЕФОРМ АЦИИ  
УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ
1, Геометрически нелинейные проблемы статики о д ­
номерных упругих систем [I, 2] могут быть записаны как дву­
точечные краевые задачи вида
88 ' ■ ■
